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248. Zur thermodynamisch-phinomenologischen Beschreibung
der Féarbevorginge

II1. Dimensionsanalyse der hydrodynamischen Effekte

von B.Milifevi¢!) und R.McGregor?)
(25. VIIL. 66)

Einlestung. In den ersteri beiden Teilen dieser Arbeit [1] [2] wurde anhand von
zwei Modellsystemen der Firbevorgang im Rahmen der Thermodynamik der irre-
versiblen Prozesse untersucht. Die relative Bewegung des Farbebades in bezug auf
das Substrat wurde dabei nicht beriicksichtigt, da ja auch der Prozess der Diffusion
in heterogenen Systemen an sich selbst mit nur thermodynamischen Uberlegungen
nicht beschrieben werden kann. Die theoretischen Schwierigkeiten, welchen man bei
einem solchen Versuch begegnet, beziehen sich hauptsichlich auf die Formulierung
von physikalisch begriindeten Randbedingungen fiir die Integration der entsprechen-
den Diffusionsgleichungen.

Rein mathematisch betrachtet sind fiir die Lésung solcher nichtlinearer partieller
Differentialgleichungen jedoch eine Fiille von exakten und approximativen Methoden
bekannt [3]. Die zu diesem Zweck in letzter Zeit immer hiufiger gebrauchten soge-
nannten Ahnlichkeitstransformationen’ liefern bestimmte Ahnlichkeitsparameter,
welche auch im Falle von nicht definierten Randbedingungen bestimmend fiir die
Losung der in Frage kommenden Differentialgleichungen sind. Damit wird natiirlich
1} CIBA AKTIENGESELLSCHAFT, Basel.

) Permanente Adresse: Departement of Polymer and Fibre Science, The University of Man-
chester Institute of Science and Technology, Manchester, England.
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auch die Moglichkeit geboten, dass, von der theoretischen Seite her, die Lésung des
Problems nur insoweit gegeben wird, wie diese auch tatsichlich physikalisch begriin-
det werden kann. Bei einem solchen Sachverhalt ist es sinnvoll, die gewiinschten
Losungen anhand der formell sehr leicht durchfithrbaren Dimensionsanalyse [4] [5]
zu erwerben. Dieser bekanntlich im voraus nicht immer eindeutig bestimmbare Weg
kann gerade mittels der erwiahnten Ahnlichkeitstparameter jedoch mit ziemlicher
Sicherheit zu, fiir den Experimentator brauchbaren, Ergebnissen fithren.

Im folgenden wird diese Methodik auf drei farberische Modellsysteme angewendet,
wobei auch hydrodynamische Effekte im Fiarbebad ohne Schwierigkeiten mitberiick-
sichtigt werden konnen. Experimentell erfassbare Ergebnisse kann man allerdings
dabei nur dann gewinnen, wenn die allgemeinen thermodynamischen Transportglei-
chungen fiir das Kontinuum entsprechend vereinfacht werden.

1. Aligemeine Transporigleichungen fiir das Kontinuum. Um einen genauen Uber-
blick iiber die hier notwendigen einschrinkenden Bedingungen zu erhalten, seien
vorerst die Transportgleichungen fiir das Kontinuum [6] [2] in ihrer allgemeinsten
Form kurz zusammengefasst.

Bekanntlich kann der Zustand des Kontinuums als Funktion des Ortes und der
Zeit mit den unabhdngigen Variablen u3) (Geschwindigkeit des lokalen Massen-
zentrums), T (Temperatur), p (Druck) und m,; (Massenbruch der ¢-ten Kontinuums-
komponente, 2 = 1,2,. .., r) und deren Abhingigkeit von den Zeit- und Ortskoordi-
naten beschrieben werden.

Der Ausgangspunkt fiir die Ableitung der Transportgleichungen ist erstens das
klassische Massenerhaltungsgesetz (1.1), welches fiir jede einzelne Komponente des
Kontinuums als

dm; . "
0 dtl = V.j, + 2 Vi ]j’ (1.1)
7
(0 = Massendichte, j; = Diffusionsstromdichte der Komponente 7, v, = stéchiometrischer

Koeffizient, J;, = Geschwindigkeit der j’-ten Reaktion, d/di = u - V+0/0t und V = Differen-
tialoperator NABLA).

gegeben werden kann, sowie zweitens das Erhaltungsgesetz fiir Energie und die all-
gemeine Bewegungsgleichung fiir das Kontinuum.

Wird das lokale thermodynamische Gleichgewicht vorausgesetzt, kann man wei-
terhin die Energie-, Wiarme- und Entropiestromdichten im Kontinuum definieren.
Daraus kann wiederum das Erhaltungsgesetz fiir die Entropie abgeleitet werden.
Diese Kontinuitdtsgleichung fithrt dann zur Dissipationsfunktion, welche als eine
Summe von Produkten der konjugierten Krifte und Fliisse darstellbar ist;

To,=(P+pl) :Vu+ 3 AJi— X j-Vou/ —q-Vin T
k=1 k=1

(o, = Entropieproduktion, P = Drucktensor, pI = Gleichgewichtsdrucktensor, 4 = Affini-
tit der A-ten Reaktion, g = Wirmefluss und VT,ui = Vpi— %+ Si VT, wobei H; = chemisches

Potential, ), = &ussere Kraft, welche nur auf die i-te Komponente einwirkt, S; = partielle spe-
zifische Entropie von 7. Mit «» ist das doppelte dyadische Produkt bezeichnet).

8) Zum Unterschied von Skalaren, sind vektorielle und tensorielle Grossen im folgenden mit halb-
fctten Buchstaben bezeichnet.
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Danach ist es méglich, fiir die Temperatur- und Druckinderung im Kontinuum
(1.2) und (1.3) abzuleiten.

ar s,
0aC, =P+ pI) :Vu— TV -u 4% J@AH, — BTAV,)

—aV.q— ) (xf,- VH, + BTV + BTV, V - j,) . (1.2)
i=1

d s
0aC, L =P+ pI) :Vu—CV-u = 24 J(BAH, — o€, AT))

—~ BV q— ) (Bi;- VH; +oC,VV +j,) . (1.3)
i=1

(o = isothermer Kompressibilititskoeffizient, § = thermischer Dehnungskoeffizient, AH, =
Enthalpieinderung bei der A-ten Reaktion, I_Ii = partielle spezifische Enthalpie, I7i = particlles
spezifisches Volumen, C und Cp spezifische Warmekapazititen bei konstanten Volumen bzw. bei
konstantem Druck.)

Die Anwendung des CurIiE’schen Theorems ermdglicht nun die Auseinanderhal-
tung der Fliisse bzw. Krifte verschiedenen tensoriellen Ranges. Unter Zuhilfenahme
der Annahme von linear abhingigen Fliissen und Kriften folgen schlussendlich die
phinomenologischen Gleichungen. Zu diesen gehéren erstens die sogenannten NAVIER-
StokEs’schen Gleichungen (fiir eine homogene, isotrope NEwToN'sche Fliissigkeit)

d 1
@?‘t‘—:@xﬁvp+nvzu+(?n+§)vw.u) (1.4)

(n = Koeffizient der Schubviskositit, & = Koeffizient der Volumenviskositdt — im Fall des
Vorhandenseins von chemischen Reaktionen inbegriffen den Beitrag von der sog. chemischen
Viskositit.)

und zweitens die Gleichungen fiir die Wiarme- und Diffusionsstromdichten

—q= LoVInT+ 2 LoV 1) (1.5)

' =1
—Ji=LiuVInT+ 2 L,V ) (1.6)

=1
Loi=Lo(E=12,...,7) L,=L,;61=12...,7) 1.7

bzw. fiir chemische Reaktionen
Ji=2]LyjA (1.8)
b

mit weiterem zusitzlichen Glied im Falle einer kompressiblen Fliissigkeit.

Die Gleichungen (1)—(8) stellen die allgemeinste Form der Transportgleichungen
fiir das Kontinuum dar. Eine allgemeine L3sung dieses Gleichungssystems fiir belie-
bige Anfangs- und Randbedingungen existiert jedoch nicht. Deswegen wird iiblicher-
weise durch einschrinkende Bedingungen die mathematische Behandlung verein-
facht. Was und wieviel dabei am physikalischen Inhalt des urspriinglichen Modells
geidndert wird, soll aber keinesfalls ausser Acht gelassen werden. Dies ist von besonde-
rer Wichtigkeit in bezug auf den Vergleich der Theorie mit dem Experiment, denn
beide miissen den einschrinkenden Bedingungen entsprechen.
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2. Vereinfachte Transporigleichungen. Die folgende Diskussion wird allgemein auf
ein isothermes (T = Konst., 0T /ot = 0) Kontinuum konstanter Dichte (o = Konst.,
dp/ot = 0) ohne lokale Beschleunigung («steady flow», ou/dt = 0) beschriankt. Ferner
wird angenommen, dass das Kontinuum ein inkompressibles (V. & = 0) binéres Fluid
darstellt, welches in einer Komponente (Farbstoff) stark verdiinnt ist. Im Kontinuum
sollen sich keine chemischen Reaktionen abspielen (4; = 0), und es soll nicht unter
dem Einfluss dusserer Krifte stehen (x; = 0).

Die NAVIER-STOKES’schen Gleichungen (1.4) reduzieren sich unter diesen Bedin-

gungen zi - Vi + V(plo) — vV2u = 0 @.1)

(v = n/e = kinematischer Viskosititskoeffizient).
Aus dem Massenerhaltungsgesetz (1.1) erhidlt man unter denselben Bedingungen

A B
== QV.]‘_u.Vmi, (2.2)

wobei jetzt fiir j; anstatt (1.6) die Beziehung (2.3) gilt.

—hi= 2 CauVru,. (2.3)
=1

Fiir nichtionische Systeme unter verschwindenden Druckgradienten (Vp — 0)
und im Falle ideal verdiinnter Lésungen ldsst sich (2.3) annihernd [2] als

—j1=Jj:s=0 DVm, (2.4)
schreiben. Wenn nun der Diffusionskoeffizient
D = L Rjom, (2.5)

im untersuchten Konzentrationsgebiet als konstant vorausgesetzt wird, folgt aus (2.2)
die sog. Gleichung fiir konvektive Diffusion:

P DV, — e Vm, (2.6)
Bevor wir zur eingehenden Untersuchung der Gleichungen (2.1) und (2.6) iiber-
gehen, ist nochmals zu betonen, dass sich reelle firberische Systeme nur in Grenz-
fallen entsprechend diesen Gleichungen verhalten kénnen. Das gilt vor allem fiir das
Substrat, fiir welches das Modell eines biniren Fluids sicherlich sehr naiv ist. Ander-
seits wird bei dieser Diskussion auch die Ausbildung von Strémungspotentialen an
gegeneinander bewegten Phasengrenzflichen vernachlissigt, was wiederum in bindren
elektrolytfreien Systemen praktisch nur bei verschwindenden u realisierbar ist.

3. Ahnlichkeitstransformationen fiir die vereinfachten Transportgleichungen. Es kann
gezeigt werden, dass unter bestimmten Gruppen von Transformationen die verein-
fachten Transportgleichungen fiir das Kontinuum (2.1) und (2.6) invariant bleiben
[7]. Bedienen wir uns zu diesem Zweck im Falle von (2.1) der neuen Variablen

Zy=x,JL, u,=ujU, p=plP (3.1)
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(x, = kartesische Koordinate, u, = entsprechende Geschwindigkeitskomponente, L,
U und P charakteristische Linge, Geschwindigkeit und Druck). Die neuen Variablen
fiir konvektive Diffusion sollen mit

x,=%,/L, u,=u, U, T=tU/L, ©¢=mjm, (3.2)
und fiir gewShnliche Diffusion mit
Hy=x,/L, T=¢tT, ©¢=m/m, (3.3)

gegeben sein (T = charakteristische Zeit und m, = charakteristischer Massenbruch).
Das Resultat dieser Transtormationen sind die dimensionslosen Gleichungen (in
Komponentenform geschrieben):

— — 1 1
Ouh; U Gm = Re Ozuhz 0_2 - 0’4, , 3.4
0% 1 — 0c
7 P4 o — 2y (3:9)
05
= = Fo 2’ i (3.6)

wobei die auftretenden Ahnlichkeitsparameter iiblicherweise wie folgt genannt wer-
den [8]:

Re = UL/r = RevNoLps’sche Zahl

Q = PJ/pU? = Druckkoeffizient (EULER’sche Zahl)

Pr = /D = PRANDTL’sche Zahl

Pe = UL/D = Re-Pr = PECLET sche Zahl

Fo = DT/L* = Diffusionsparameter {(FOURIER sche Zahl).

Bekanntlich bedeutet die Gleichheit dieser Parameter bei gegebener geometrischer
Ahnlichkeit auch die Ahnlichkeit der mit diesen Gleichungen beschriebenen Phano-
mene. Deswegen ist es auch sinnvoll, bei der dimensionsanalytischen Lésung solcher
Gleichungssysteme zwischen vielen Moglichkeiten sich immer fiir diejenige zu ent-
scheiden, welche auf diesen Ahnlichkeitsparametern gegriindet ist.

4. Dimenstonsanalyse eines einfachen Diffusionsvorganges ohne vorgegebene Rand-
bedingungen. Einleitend zum Folgenden wird an diesem Beispiel der in der physika-
lisch-chemischen Literatur sonst nicht sehr oft anzutreffende Formalismus der Di-
mensionsanalyse [4] [5] etwas ausfiihrlicher beschrieben.

Betrachten wir einen unendlich langen Zylinder vom Radius «7», in welchem ein
Diffusionsvorgang abliuft, und zwar nur in Richtung senkrecht zur Lingsachse des
Zylinders. Unter der Anfangsbedingung, dass zur Zeit ¢ = 0 die Farbstoffkonzentra-
tion C = O betrigt, ist die Farbstoffkonzentration C, zur Zeit ¢ zu finden. Als bekannt
werden die Sittigungskonzentration C e des Farbstoffes im Zylinder sowie der Diffu-
sionskoeffizient D vorausgesetzt. Dabei wird auch angenommen, dass die Bedingungen
fiir die Giiltigkeit einer Gleichung vom Typ (3.6) erfiillt sind.

Als weitere grundlegende Annahme setzen wir voraus, dass zwischen den Massen
der eben angefiihrten Grdssen eine Beziehung der Art

£(C, D, Cop,7,8) =0 (4.1)
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besteht, welche dimensionshomogen?) ist, d. h., welche unabhingig von der Wahl der
Masseinheiten ist. Nach dem sog. BuckiNGHAM'schen m-Theorem kann nun jede

dimensionshomogene Gleichung in die dimensionslose Form n = F (m;, 7, ..., 7,)
gebracht werden [4] [5]. Zu diesem Zweck konstruieren wir vorerst die Dimensions-
matrix: \ C D Coo - ¢

M 1 0 1 0 0

L -3 2 -3 1 0 (4.2)

T 0 -1 0 0 1

Anhand der zugrundeliegenden algebraischen Theorie [4] folgt, dass die Anzahl
der unabhingigen dimensionslosen Produkte «m», welche man aus einer dimensions-
homogenen Gleichung ableiten kann, gleich der Anzahl der Variablen weniger den
Rang der Dimensionsmatrix sein wird. In unserem Fall mit fiinf Variablen und dem
Rang 3 der Dimensionsmatrix (4.2) werden wir also nur zwei dimensionslose Produkte
haben.

Jedes der beiden dimensionslosen Produkte der Variablen aus (4.1) wird als

7= Ch D% C% y™ % (4.3)
darstellbar sein. Demzufolge wird auch jede Lésung des Gleichungssystems [vgl.
Dimensionsmatrix (4.2)]

a,+a;=0, —3a1+2a2_3a3+a4:(), —as+a;, =0, (4.4)
eine Menge von Exponenten in einem dimensionslosen Produkt wiedergeben.

Indem wir uns auf den Ahnlichkeitsparameter aus der fiir unseren Fall als giiltig
vorausgesetzten Gleichung (3.6) stiitzen, wihlen wir als Lésung von (4.4):

I n s as ay as
T 1 0 -1 0 0
b 0 1 0 -2 1 (4.5)
Da, wie schon gezeigt wurde, fiir die dimensionslose Losung unseres Diffusions-
roblems
P Flrty, 75) — 0 (4.6)
gelten muss, folgt sofort aus der Exponentenmatrix (4.5)
¢ = c(Fo) (4.7)
mit
¢=CJCo und Fo= Dir?. (4.8)
4) Eine Gleich\mg y o= f{x, %, ..., ) wird dimensionshomogen genannt, wenn die Beziehung
K&t (%, #y,..., %) =1 (K| %, Ky %,,..., K, x) eine Identitit in den Variablen x, x,,..., X
A, B, C darstellt. Dabei bedeuten
K= 42BVC, K, = 4% BbCe, 1 =1,2, ..., n
mit beliebigen positiven Zahlen fir .4, B und C, sowic mit der Dimcensionsmatrix
| Y X1 g n
M a a a, u
L b by by N
r ¢ ¢y Cy . €y

(M, L und T Dimensionen fiir Masse, Linge und Zcit)
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Die fiir verschiedene mathematische Randbedingungen gegebenen Losungen der
einfachen Diffusionsgleichung (vgl. z. B. [9]) sind auch tatsichlich als Funktionen
der Art (4.7) darstellbar. Bei unbekannten Randbedingungen ist es daher physika-
lisch sinnvoll, die Resultate von Diffusionsmessungen [vorausgesetzt ist die Giltig-
keit der Gleichung (3.6)] in Form von (4.7) aufzutragen bzw. zu vergleichen.

5. Diffusion aus bewegtey Flotte. Dieses Problem ist schon 6fters in anderen Zusam-
menhingen diskutiert worden (vgl. [107). Wir behandeln es hier nur im Hinblick auf
das zu folgende Beispiel. Es soll dazu noch erwdhnt werden, dass dieses Problem als
zweidimensional in bezug auf die Ortskoordinaten erscheint und dass es entsprechend
dimensionsanalytisch [5] zu behandeln wire. Fiir unsere Zwecke geniigt jedoch die
eindimensionale, klassische Darstellungsweise.

Entlang einer unendlich langen und breiten Platte soll ein binidres Fluidum lami-
nar strémen. Eine Komponente dieses Fluidums wird von der Platte absorbiert und
unendlich schnell ins Innere der Platte abtransportiert. Deswegen wird senkrecht
zur Stromungsrichtung ein Diffusionsstrom in der Fliissigkeit bestehen.

Nehmen wir nun an, dass /-Lingeneinheiten vom Anfang der Platte ein Konzentra-
tionsunterschied AC in der diffundierenden Komponente zwischen einem Punkt im
Innern der Fliissigkeit und dem entsprechenden Punkt an der Grenzfliche der Platte
besteht. Die Frage ist jetzt, wie gross der Betrag der Diffusionsstromdichte 7 senk-
recht zur Stréomungsrichtung ist, wenn die Geschwindigkeitskomponente in Stré-
mungsrichtung # betrigt. Vorausgesetzt wird die Giiltigkeit der Gleichungen (3.4)
und (3.5) sowie bekannte kinematische Viskositit » und Diffusionskoeffizient .

Unsere lokal definierte, dimensionshomogene Beziehung lautet also

f(j,u,v, D, AC, 1) =0. (5.1)
Die Losung gewinnt man analog wie in 4. und sie kann mit
: 7l ul - vy
F (’DAC" D’ 'D') =0 (5.2)

gegeben werden. Der erste dimensionslose Parameter in (5.2) wird oft als NussgLt’
sche Zahl (Nu) bezeichnet, und in den anderen beiden erkennt man leicht die dimen-
sionslosen Produkte Pe und Pr.

Fiir praktische Zwecke kann (5.2) mit dem idquivalenten [11] Ausdruck
Nu = Nu(Re, Pr) {5.3)

ersetzt werden, da, wie schon erwiahnt Re = P¢/ Py gilt. Bei gleichbleibender PRANDTL-
scher Zahl ist daher die dimensionslose Komponente der lokalen Diffusionsstrom-
dichte nur von der lokalen REyNoLDSs’schen Zahl abhingig.

Fine eingehendere hydrodynamische Behandlung dieses Phinomens [11] fithrt
zum Begriff der lokalen Dicke der Diffusionsschicht o an der Plattenoberflache, so
dass der Betrag der lokalen Diffusionsstromkomponente als

i = DACJS (5.4)
definiert werden kann. Fiir die lokale NussgLT sche Zahl ergibt sich daher
Nu =1/6 (5.7

als Alternative zur fritheren Definition in einem solchen Fall,
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6. Modell fiir das allgemeine firberische System. Unter der Voraussetzung der Gil-
tigkeit der Gleichungen (3.4) und (3.5), betrachten wir nun einen unendlich langen
Substratfaden, welcher von der laminar stromenden Firberflotte umspiilt wird. Die
Strémungsrichtung soll vorerst entlang dem Faden sein. Als bekannt nehmen wir den
Radius 7 des zylinderférmigen Fadens, die Diffusionskoeffizienten in beiden Phasen
D? und D? sowie die lokale Dicke der Diffusionsschicht § an. Es stellt sich jetzt die
Frage, wie gross C? sein wird, wenn C§, CZ, und C? vorgegeben sind. Mit der Anfangs-
bedingung C? = 0 und dem Massenerhaltungsgesetz wird dabei C? als nicht unab-
hingige Variable aus der Betrachtung ausgeschlossen.

Unsere lokal definierte dimensionshomogene Beziehung ist demnach mit

f(C?, Cs,Ce,7,8,D°, D% CE,t)=0 (6.1)
gegeben. Unter Anwendung des beschriebenen Formalismus der Dimensionsanalyse
folgt daraus /¢ cz ce. , s e

¥{-, A 6.2)
% ct, g, Vp# VD% D?

als die entsprechende dimensionslose Gleichung. Zwecks besserer Ubersichtlichkeit
ist es von Vorteil, die dimensionslosen Produkte aus (6.2) in allgemein bekanntere
Formen zu bringen.
Fiir C#/C%, setzen wir deswegen wie frither ¢, also die relative Konzentration des
Farbstoffes im Substrat, ein.
Wegen der Anfangsbedingung C¢ = 0 ist nach Definition
c? —
— =9 AG[100 = AG (6.3)
G
bzw. AG ist eine dem Ausziehgrad AG und Flottenverhiltnis « direkt proportionale
Zahl. ’
Weiterhin ist auch ct
: ® =K 6.4)

o
COO

definitionsmissig der Verteilungskoeffizient.
Schliesslich kénnen wir, anlehnend an ein mathematisches Modell, fiir solche
Phinomene [12] auch die folgenden zwei Parameter ableiten:

(;15 =0 = e = GeSCthn(hgkeltS aIa]lletel ‘6.
¥ / i)

Tr=—r | -2 =" = Massentransportzahl . (6.6)
VD% / Vpt: ©
Unter Beachtung der gruppentheoretischen Bedingung, dass der Absolutwert der
aus der Transformationsmatrix abgeleiteten Determinante gleich 1 ist [12], kann mit
Hilfe der eben definierten dimensionslosen Produkte (6.2) in

¢ =c () Fo, K, AG, Gp, T7) (6.7)

transformiert werden.
Bei unserem Diffusionsproblem ist also die lokal definierte relative Konzentration
des Farbstoffes im Substrat eine Funktion von fiinf unabhidngigen dimensionslosen
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Variablen. Wenn wir iiber die Werte von ¢ nicht verfiigen, muss noch aus (5.3) und
(5.7) zusitzlich
0 = 1 8(Re, Pr) (6.8)

berechnet werden?) (I bedeutet wieder die Anzahl der Lingeneinheiten vom Beginn
des Fadens, und Re ist wiederum lokal auf dieses / bezogen).

Wenn die Strémungsrichtung senkrecht zur Lingsachse des Fadens ist, muss das
! entlang des Umf{anges des zylindrischen Fadens gemessen werden, wobei auch wegen
der verinderten Geometrie das é nicht mehr mit (6.8) gegeben werden kann.

Es ist nun offensichtlich, dass die exakte Beschreibung des Diffusionsvorganges
auch an dem vereinfachten Modell keinesfalls einfach ist. In bezug auf reelle farbe-
rische Systeme ist neben allen frither gestellten einschrinkenden Bedingungen noch
hinzuzufiigen, dass wir es bei solchen Systemen meistens nicht nur mit einem Faden
zu tun haben, dass die Zuginglichkeit der Substratoberfldche fiir den Farbstoffein-
tritt lokal verschieden sein kann, und vor allem, dass die lokal definierten dimensions-
losen Gleichungen vom Typ (6.7) und (6.8) noch keine explizite Antwort auf die Frage
iiber die Kinetik des gesamten Farbevorganges darstellen.

Die abgeleiteten dimensionslosen Gleichungen, bzw. auch andere auf analoge
Weise zu gewinnende, konnen jedoch fiir den experimentellen Zugang zum Diffu-
sionsproblem von entscheidender Bedeutung sein. Solche Gleichungen enthalten
niamlich das Minimum an unabhingigen Variablen, welche wir fiir die Beschreibung
eines Phinomens benétigen, vorausgesetzt natlirlich, dass wir seine physikalische
Natur kennen. So wire es z. B. naiv zu erwarten, dass man eine Ahnlichkeit bei ver-
schiedenen firberischen Systemen im Sinne der Gleichung (4.7) finden kann, wenn
die itbrigen vier Variablen aus Gleichung (6.7) nicht konstant gehalten werden oder
unter besonderen Bedingungen nicht vernachlédssigbar sind.

Aligemeine Schlussfolgerung. Die in dieser Arbeit gegebene thermodynamisch-
phinomenologische Beschreibung der Farbevorginge ermdoglicht einen theoretisch
widerspruchslosen Zugang zum Problem des Massentransportes in heterogenen
Systemen. Es bestehen jedoch Grenzen der Anwendbarkeit einer solchen makroskopi-
schen Betrachtungsweise, welche insbesondere beim Vergleich der Theorie mit dem
Experiment zu ausserordentlichen Schwierigkeiten fithren kann. Die dabei eingefiihr-
ten, besonders einfachen Modellvorstellungen erleichtern zwar die mathematische
Behandlung des Problems, lassen aber in bezug auf reelle Systeme vieles zu wiinschen
iibrig.

Wenn auch andere Wege als die makroskopisch-thermodynamischen zur Unter-
suchung der heterogenen Diffusion denkbar sind, so bringt derselbe doch deutlich
zum Vorschein, wie strenge einschrinkende Bedingungen an eine allgemeine Theorie
zu stellen sind, um {iberhaupt zu den so oft gebrauchten Frck’schen Gleichungen in
Form einer Approximation zu kommen. In diesem Zusammenhang kann es vielleicht
niitzlich sein, sich an einen Satz vom TRUESDELL [13] zu erinnern: ““...the purely
kinematical presumptions leading to Fick’s law are unsupported by any principle or

B) Anhand von eingehenderen hydrodynamischen Uberlegungen [10] kann z. B. fiir den Fall
der Platte
O~ 31 Pr-113 Re~12
berechnet werden.
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method of mechanics of physics and cannot be expected to explain or predict motions
except in specially simple circumstances”.

Trotz allen Vorbehalten zur Anwendung der Theorie kann eine solche, zwar ma-
kroskopische, aber physikalisch begriindete Betrachtungsweise der Farbevorginge
doch als niitzlich fiir den Experimentator betrachtet werden, und zwar indem sie ihm
wenigstens Hinweise iiber physikalisch sinnvolle Variablen fiir die ndhere Unter-
suchung des Farbephidnomens liefern kann.

SUMMARY

The dyeing process, which may be regarded as a special case of the general prob-
lem of mass transport in heterogeneous systems, may be described with the aid of the
phenomenological equations of nonequilibriun thermodynamics.

The transport equations which must be used for the description of the sorption
of a solute, from a moving solvent phase, by a solid surface are too complex to solve
in the general case, and severe restrictions must be placed on the general transport
equations before they can be reduced to the Navier-Stokes equation and the conven-
tional equation for convective diffusion.

Such a macroscopic approach can give no information on the boundary-conditions
at an interface, but it is shown that the methods of dimensional analysis and of
similarity theory lead to the isolation of dimensionless groups which are decisive for
the behaviour of a system, even in the absence of specified boundary conditions.

The dimensionless groups that are necessary for the description of a simple dyeing
system are identified, and their theoretical and experimental implications are briefly

discussed.
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